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В работе предложен метод определения момента инерции тел различ-
ной формы. Момент инерции твердого тела зависит от положения оси вра-
щения относительно центра инерции тела. Согласно теореме Штейнера мо-
мент инерции тела будет минимален, если тело вращается относительно оси, 
проходящей через его центр инерции. В отсутствии трения тело, начав вра-
щаться, сохраняет постоянную угловую скорость, которая зависит от момен-
та инерции тела. Измерив угловую скорость вращения тела при различных 
положениях оси вращения можно построить пространственную зависимость 
момента инерции тела. Полученная двумерная поверхность будет иметь ми-
нимум в точке, совпадающей с центром инерции тела. Таким образом можно 
экспериментально определить положения центра инерции для тел различной 
формы. 
 
 
Экспериментальное изучение вращательного движения твердого 

тела вообще и момента инерции в частности требует сложного экспери-
ментального оборудования, например, как описано в [1]. Нами разрабо-
тана виртуальная лабораторная работа «Момент инерции твердого те-
ла», в которой изучается момент инерции тела при произвольном поло-
жении оси вращения относительно центра инерции. В работе моделиру-
ется следующая схема опыта. 

Твердое тело массой Tm  способно вращаться вокруг некоторой 
оси OO’, расположенной перпендикулярно плоскости рисунка (рис. 1, 
сила тяжести также направле-
на перпендикулярно рисунку 
и скомпенсирована). Одна 
грань тела является прямой. 
Перпендикулярно этой грани 
летит шарик массой m  с по-
стоянной скоростью v

r
. После 

упругого удара шарик отлета-
ет в противоположном на-
правлении со скоростью u

r
, а 

покоившееся до этого тело на-
чинает равномерно вращаться 
вокруг оси OO’ без трения.  
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Рис. 1 
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Для того чтобы определить величину угловой скорости ω, с кото-
рой будет вращаться тело, запишем уравнение динамики ε=

rr
JM . Вра-

щение возникает только за счет удара шарика. При этом за время удара 
t∆  импульс шарика изменился на величину P

r
∆ . Согласно второму за-

кону Ньютона сила F
r

, действующая на шарик, равна 
t
PF
∆
∆

=

r
r

. Шарик 

ударяется о тело в точке, расположенной на расстоянии r  от оси вра-
щения. Момент силы M

r
, действующей на тело, равен 
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,],[ . За время удара угловая скорость тела изменилась 

на величину ∆ω, и угловое ускорение тела во время взаимодействия с 

шариком равно 
t∆
ω∆

=ε
r

r
. Тогда уравнение динамики примет вид: 
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JPr ],[ . 

В проекции на ось OO’ полученное уравнение примет вид 
 ω∆=α∆ JPr sin . 

Учтем, что lr =αsin  – плечо силы, а в начальный момент тело 
покоилось ( 00 =ω ), поэтому ω=ω−ω=ω∆ 0 . Следовательно, полу-
ченное уравнение можно записать в виде: ω=∆ JPl . 

Скорость шарика до столкновения равна v
r

, а после столкновения 
u
r

. Изменение импульса шарика равно vv mmummuP +=−−=∆ )( . 

 ω=+ Jmmul )( v  или vm
l

Jmu −
ω

= . 

Чтобы определить скорость шарика после столкновения, восполь-
зуемся законом сохранения энергии 

 
222

222 ω
+=

Jmumv  или 222 ω−= Jmmu v . 

Исключив скорость шарика после столкновения и приведя подоб-
ные, получим уравнение 
 lmlmJ v22 =ω+ω . 

Зная угловую скорость вращения тела ω, массу m  и скорость ша-
рика v , а также расстояние l  от оси вращения до линии движения ша-
рика, можно определить момент инерции J  тела: 
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ω
ω−

=
lmlJ v2 . 

После удара тело начинает вращаться равномерно, что позволяет 
измерить время фиксированного числа оборотов и определить период 
вращения, а, следовательно, и угловую скорость вращения. В работе 
предусмотрена возможность произвольного перемещения оси враще-
ния, что позволяет экспериментально изучать момент инерции тела от-
носительно произвольной оси вращения. 

Внешний вид экспериментальной части виртуальной работы 
представлен на рисунке 2. 

Согласно теореме Штейнера момент инерции тела J  относитель-
но любой оси вращения равен моменту его инерции CJ  относительно 
параллельной оси, проходящей через центр масс тела, сложенному с 
произведением массы Tm  тела на квадрат расстояния CR  между осями. 
 2

CTC RmJJ += . 
Если оси, вокруг которых происходит вращение, параллельны, то 

зависимость момента инерции от положения оси вращения представля-

Рис. 2. 
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ет собой параболоид вращения с минимумом в точке, совпадающей с 
центром инерции [2]. На рисунке 3 приведены зависимости момента 
инерции тела: а) от X-координаты оси вращения Ox  при трех фиксиро-
ванных значенияхY-координаты оси вращения Oy ; б) от Y-координаты 
оси вращения Oy  при трех фиксированных значениях X-координаты 
оси вращения Ox . Кривые (1) соответствуют более близким к центру 
инерции значениям фиксированных координат Ox  и Oy , соответствен-
но. Кривые (3), наоборот, соответствуют самым удаленным от центра 
инерции значениям фиксированных координат. Семейства кривых на 
рисунках 3а и 3б имеют минимумы в одних и тех же точках, соответст-
вующих координатам центра инерции тела Cx  и Cy . 

Таким образом, выполнение виртуальной работы позволяет не 
только изучить теорему Штейнера, но и экспериментально определить 
положение центра инерции твердого тела. Для сравнения необходимо 
вычислить координаты центра инерции и момент инерции тела с помо-
щью интегрального исчисления. Сочетание экспериментальных измере-
ний с теоретическими расчетами придает данной работе вид закончен-
ного исследования. 

Данный метод применим для изучения тел любой формы. Необ-
ходимо только, чтобы шарик летел перпендикулярно грани тела. Одна-
ко, для облегчения теоретических выкладок все тела, с которыми можно 
выполнить эксперимент в данной виртуальной работе, имеют форму 
прямоугольной призмы с различными поперечными сечениями. Сече-
ния тел, представленных в работе, по форме представляют: прямо-
угольник, квадрат, прямоугольный треугольник, равнобедренный тре-
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Рис. 3. 
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угольник, параллелограмм, ромб и полукруг. При теоретическом изуче-
нии темы «Момент инерции твердого тела» обычно рассматривают из 
перечисленных выше только параллелепипед и половину диска. Теоре-
тическому расчету положения центра инерции, как правило, вообще 
внимания не уделяется. Поэтому данная работа значительно обогащает 
теоретические знания студентов по этой теме, способствуя ее углублен-
ному изучению [3, 4]. 
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